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Empiece una pagina nueva para cada respuesta. Se recomienda que muestre todos los cadlculos,
siempre que sea posible. Cuando la respuesta sea incorrecta se otorgaran algunos puntos siempre
que aparezca el método empleado y éste sea correcto. Para los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, debera reflejarse por escrito el proceso seguido hasta su
obtencion. Por ejemplo, cuando deba utilizar grdficas de una calculadora de pantalla grafica para
hallar soluciones, debera dibujar esas graficas en su respuesta.

SECCION A
Conteste las cinco preguntas de esta seccion.
1.  [Puntuacion maxima: 11]

Considere el nimero complejo z =cosé +isend .

(a) Utilizando el teorema de De Moivre, compruebe que

1
z" +—=2cosnd. [2 puntos]
z

4
(b) Mediante el desarrollo de (z + lj , compruebe que
z

1
cos* @ = g(cos 40 +4c0s20 +3). [4 puntos]

(c) Sea g(a)=J.:cos49d9.
(i) Halle g(a).

(1) Resuelva g(a)=1. [5 puntos]

8804-7414
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2.  [Puntuacion mdxima: 16]

. X
La ecuacion de una recta /, es == =
3

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

8804-7414

Sea M un punto de /, con pardmetro z. Exprese las coordenadas de M

en funcion de g

Larecta /, es paralelaa /, y pasa por P(4,0,-3).

(1)  Escriba una ecuacion para /,.
(i1)) Exprese PM en funcion de g

El vector PM es perpendicular a /; .

(1) Halle el valor de g

(i1) Halle la distancia entre [, y /,.

El plano 7, contiene a /, ya /,. Halle una ecuacion de x,, expresando
la respuesta en la forma Ax+ By +Cz=D.

El plano 7, tiene por ecuacion x—5y —z=-11. Compruebe que /, es

la recta de interseccion de los planos 7, y 7, .

[1 punto]

[4 puntos]

[5 puntos]

[4 puntos]

[2 puntos]

Véase al dorso
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3.  [Puntuacion maxima: 15]

(a)

(b)

(©)

8804-7414

Sea T, una rotacion con centro en el origen y dngulo 4, y 7, una rotacion
con centro en el origen y angulo B. Considere las matrices 7,,7,, y el

producto 7,7, , para demostrar que

sen(A+ B)=sen Acos B+cos Asen B,
cos(A+ B)=cos Acos B—sen Asen B .

A partir de lo anterior, demuestre que tan2A4 = % .
I-tan” 4
S —-12
. 13 13 . p
La matriz 12 5 representa una simetria respecto a una recta
13 13

que pasa por el origen. Utilizando el resultado del apartado (b), halle
la ecuacion de esta recta.

[4 puntos]

[5 puntos]

[6 puntos]
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4.  [Puntuacion mdxima: 17]

Ian y Karl han sido elegidos para representar a sus paises en la categoria
olimpica de lanzamiento de disco. Se supone que la distancia conseguida por
los atletas en el lanzamiento estd normalmente distribuida. La distancia
media conseguida por lan el afio pasado fue 60,33 m, con una desviacién
tipica de 1,95 m.

(a) El ano pasado, el 80 % de los lanzamientos de lan superaron los
x metros. Halle x, aproximando el resultado a dos cifras decimales. [3 puntos]

(b) El afio pasado, el 80 % de los lanzamientos de Karl superaron los
56,52 m. Si la distancia media de sus lanzamientos fue 59,39 m, halle la
desviacion tipica de sus lanzamientos, aproximando el resultado a dos
cifras decimales. [3 puntos]

(c) Este afo, los lanzamientos de Karl tienen una media de 59,50 m y una
desviacion tipica de 3,00 m. Los lanzamientos de lan siguen teniendo
una media de 60,33 m y una desviacion tipica de 1,95 m. En la
competicion, un atleta ha de tener al menos un lanzamiento de 65 m o
mas en la primera vuelta para poder clasificarse para la final. Se
permiten tres lanzamientos a cada atleta en la primera vuelta.

(i) Determine cual de los dos atletas tiene mas posibilidades de
clasificarse para la final en su primer lanzamiento.

(i1) Halle la probabilidad de que los dos atletas se clasifiquen para la
final. [11 puntos]

8804-7414 Véase al dorso
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5.  [Puntuacion maxima: 11]

Considere la ecuacion diferencial d_y -

do (€ +1)

a) Utilice la sustitucion x =¢’ para comprobar que
p p q

y x(x2 +1) puntos
b) Halle .
(b) Jx(xz T [4 puntos]
(¢) A partir de lo anterior, halle y en funcién de 6, si y = V2 cuando 6=0. [4 puntos]

8804-7414
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SECCION B
Conteste una pregunta de esta seccion.

Estadistica

6.  [Puntuacion maxima: 30]

(i) Sea X una variable aleatoria con una distribucion de Poisson tal que
Var(X)=(E(X)) -6.

(a) Compruebe que la media de la distribucion es 3. [3 puntos]
(b) Halle P(X £3). [1 punto]

Sea Y otra variable aleatoria, independiente de X, con una distribucion
de Poisson tal que E(Y)=2.

(c) Halle P(X+Y<4). [2 puntos]

(d SeaU=X+2Y.
(1) Halle la media y la varianza de U.

(11) Indique y explique mediante un razonamiento si U tiene o no
una distribucion de Poisson. [4 puntos]

(i1)) Un granjero que cria gallinas quiere hallar un intervalo de confianza
para el peso promedio de sus gallinas. Para ello selecciona » gallinas al
azar y las pesa. Basado en sus resultados, obtiene el siguiente intervalo
con 95 % de confianza:

[2148 gramos , 2188 gramos].

Se sabe que los pesos de las gallinas tienen una distribucion normal con
una desviacion tipica de 100 gramos.

(a) Halle el valor de n. [5 puntos]

(b)  Suponiendo que se ha obtenido el mismo intervalo de confianza
pesando 166 gallinas, ;cudl seria el nivel de confianza? [3 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)

8804-7414 Véase al dorso
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(Pregunta 6. continuacion)

(iii)) La variable aleatoria Z tiene una funcién densidad de probabilidad
3

f(2) =z—% para z€[0,2] y 0 en el resto. Un fisico supone que la

vida media de una cierta particula puede seguir el modelo dado por esta
variable aleatoria. El intervalo [0, 2] se divide en los siguientes intervalos

de la misma amplitud:

1, =10, 0,4]
1, =[0,4, 0,8[
1, =[0,8, L,2[
1, =[12, L6[
I, =[1,6, 2]

El fisico lleva a cabo 40 experimentos y registra el nimero de veces que
el valor de Z se encuentra dentro de cada uno de los intervalos
I, donde k =1,2,3,4,5 segin se muestra en la siguiente tabla:

L || L1 | L
129809

(@) Suponiendo que la suposicion del fisico es correcta, halle
p, =P(Z €1,) para cada valor de . [4 puntos]

(b) (Se puede aceptar la suposicion del fisico con un nivel de
significacion del 5 %? [8 puntos]

8804-7414
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Conjuntos, relaciones y grupos

7.  [Puntuacion maxima: 30]
(i) Larelacion R sobre C esta definida como sigue
z, Rz, <:>|Zl|=|z2 |p'c11‘azl,z2 eC.
(a) Compruebe que R es una relacion de equivalencia sobre C. [3 puntos]
(b) Describa las clases de equivalencia determinadas por la relacion R. [2 puntos]

(i1)) Considere el conjunto S = {1, 3, 4, 9, 10, 12} sobre el cual se define la
operacion * como producto médulo 13.

(a) Escriba la tabla de la operacion de S a través de *. [4 puntos]

(b)  Suponiendo que producto méddulo 13 es asociativa, muestre que

(S, *) es un grupo conmutativo. [4 puntos]
(c) Indique el orden de cada elemento. [3 puntos]
(d) Halle todos los subgrupos de (S, *) . [3 puntos]
(i) Sea (H,x) un grupo, y sea a uno de sus elementos tal que axa=a.
Compruebe que a tiene que ser el elemento neutro del grupo. [4 puntos]
(iv) (a) Explique qué se entiende por grupo ciclico. [2 puntos]

Sea (G, #) un grupo finito cuyo orden p es un nimero primo.

(b) Compruebe que (G, #)es ciclico. [5 puntos]

8804-7414 Véase al dorso
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Matematicas discretas

8.  [Puntuacion maxima: 30]

(i) Sea G un grafo ponderado con 6 vértices L, M, N, P, Q, y R. Los pesos
de las aristas que unen los vértices vienen dados en la siguiente tabla:

LIM|N|P|Q]|R
L| -4 [3|5]1]4
M| 4| -1|4a4]3]2]7
N |3 |4 -]2]|4]3
P|s5 |3 |2|-|3]|4
Q| 1|24 ]3]|-1]s5
R| 4|73 ]4]5]-

Por ejemplo, el peso de la arista que une los vértices L y N es 3.

(a) Utilice el algoritmo de Prim para dibujar un arbol generador
minimal que comience en M. [5 puntos]

(b) (Cuadl es el peso total del arbol? [1 punto]

(i) Sean G, y G, dos grafos que tienen las siguientes matrices de

adyacencia.
G, G,
A B C D E F a b c d e f
Al O 2 0 2 0 0 a 0 1 3 0 1 2
B | 2 0 1 1 0 1 b 1 0 1 3 2 0
c| o 1 0 1 2 1 C 3 1 0 2 1 3
D | 2 1 1 0 2 0 d | 0 3 2 0| 2 0
E| O 0 2 2 0| 2 e 1 2 1 2 0 1
F 0 1 1 0 2 0 f | 2 0 3 0 1 0

(@) (Cudl de ellos no tiene un sendero euleriano? Razone Ia
respuesta. [2 puntos]

(b) Halle un sendero euleriano en el otro grafo. [4 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)

8804-7414
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(Pregunta 8: continuacion)

(11) Sea x,,, =2x,,, —2x, una ecuacion en diferencias para todos los enteros

positivos 7.

(a) Muestre que 1+i y 1—i son raices de la ecuacion caracteristica. [2 puntos]

(b) A partir de lo anterior, escriba la solucion general para la ecuacion
en diferencias. [1 punto]

(c) Six =1y x,=2,muestreque x, = (\/E)n sen% . [8 puntos]

(iv) Seanp,qy reZ® conpy g primos entre si.

Compruebe que 7 = p(modgq) y » =¢g(mod p) siy solo si
r=p+q(modpq). [7 puntos]

8804-7414 Véase al dorso
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Aproximacion y analisis

9.  [Puntuacion maxima: 30]

(i)  Halle todos los valores de x para los cuales la siguiente serie es convergente.

0 n

X
7 punt
Z(} — [7 puntos]
2+43x—x
(1))  Sea funa funcién definida en el intervalo {1 , %} por f(x)= (x;x) .
(a) Compruebe que el recorrido de f'es un subconjunto de su dominio. [5 puntos]
(b) Halle el valor exacto de a tal que f (a)=a. [1 punto]

La sucesion {x,},n=0,1,2,... se define como sigue

xO = 1’ ‘xn+l = f(xn) *

(c) Utilizando el teorema del valor medio, o de cualquier otro modo,
7 | X, —a |

compruebe que |X,,, —a | < para cualquier valor de 7. [5 puntos]

(d) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, compruebe que

la sucesion {x,} converge a a. [4 puntos]
.~ 2n
(iii)) (a) Compruebe que la serltez:sen—2 es convergente. [3 puntos]
n=l
% 2
Sea § = ZSen—?.
n=1
(b) Compruebe que para los enteros positivos n > 2,
Lz ! —l, [1 punto]
n n—1 n
¢) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, compruebe que
(c) | SpS o ! p q [4 puntos]

8804-7414
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Geometria euclidea y secciones conicas

10. /Puntuacion maxima: 30]
(i) Laecuacion de una parébola es 4 py = x*, donde p > 0.

(a) Halle los nimeros reales a y b tales que, para todos los puntos P
de la pardbola, la distancia de P al punto A(0,a) es igual a la

distancia de P a larectay = b. [6 puntos]

(b) Compruebe que en cada punto P de la pardbola, la tangente a la
parabola es la bisectriz del angulo formado por (AP) y la recta
paralela al eje y que pasa por P. [6 puntos]

(ii) En el tridngulo ABC, sea D el punto de interseccion de la recta (AC)
con la bisectriz del angulo ABC.

. . AD AB
Demuestre el Teorema de la bisectriz, que es — =— [4 puntos]

DC BC’

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)

8804-7414 Véase al dorso
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(Pregunta 10: continuacion)

(iii)) Sean A, B y C tres puntos de una circunferencia de centro O, de tal
modo que B esta situado sobre el arco mas largo que une A con C, como
se muestra en la figura.

@

(a) Compruebe que el angulo AOC es el doble del angulo ABC.
Sea D otro punto sobre el arco CA segin se muestra continuacion.

B

\/ -
(b) Utilizando el apartado (a), o de cualquier otro modo, compruebe

que la suma de dos angulos opuestos cualesquiera del cuadrilatero
es igual a 180°.

(iv) Sean M y N dos puntos cualesquiera de una circunferencia de centro O,
y sea R otro punto de la circunferencia equidistante de M y N.

Compruebe que (NR) es la bisectriz del angulo formado por (MN) y la
tangente a la circunferencia en N.

[4 puntos]

[3 puntos]

[7 puntos]

8804-7414



